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多変量データと多変量解析

多変量データの表記法

– 番目のデータ ： � �� ��
�

�： データ数, �： 変数の数（データの次元）

– 全データ： � �
�
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可視化 予測・判別

仮説検証 発見

主成分分析

多変量データの傾向を説明する合成指標を作成し, その
傾向を要約・可視化する手法

– 次元削減（次元圧縮, 次元縮約）法の一種

– 多変量データの傾向を代表する低次元の主成分を見つける
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Karl Pearson 1857-1936
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合成指標
（主成分）

多変量データ

多変量データをよく説明できる
少数の軸を作り出す

� < �

主成分分析による多変量データの可視化

多変量データの傾向を直感的に把握したい

– 例： 300人分の中学校のテスト（仮想データ）

可視化の場合は2次元に次元削減

体育音楽英語社会理科数学国語
生徒
No.

935090815560831

594455807880702

498080709590503

307378994444604

596467508080575

703067657065556

885855466673807

549399885040988

978889408877559

⋮⋮⋮⋮⋮⋮⋮⋮

× 国語

第1主成分

第2主成分

× 数学

× 英語

× 理科

× 社会

× 体育

× 音楽

次元削減された空間
（7次元→2次元）

主成分の内容を結果から解釈
• 第1主成分：受験用学力

• 第2主成分：文系・理系能力
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マーケティングでの応用例

知覚マップの作成でポジショニング戦略をサポート

– ポジショニング戦略：自社の商品・サービスを他社のそれと差
別化することで優位性の獲得を目指すマーケティング戦略

– 消費者アンケートから作成した知覚マップにより, 客観的に自
社の立ち位置を理解

– 経営やマーケティングの意思決定をサポート
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高価格

低価格

機能性
B社C社

自社
A社

ファッショナブル⋯
質がよ
い

値段が
お得

また使
いたい

使いや
すい

おしゃ
れ

消費者
ID

⋯79.885.985.182.580.2A社
⋯90.170.288.386.968.5B社
⋯97.453.590.471.793.3C社
⋯68.393.292.190.158.4自社

消費者1000人の平均点

知覚マップ

次元削減

高次元データを低次元データへ変換する方法の総称

– 高次元データの持つ情報をできるだけ保持したまま, 低い次元
の空間でその情報を表現したい

– 例： 3次元空間 � 
 � 内のデータがすべて2次元平面
上を通る場合, 新しい座標系 � 
 で元の3次元空間内の
データの持つ情報（分布）と全く同じ情報を表現できる
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各データの座標の表現 ���, �
�
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各データの座標の表現 �	�, 	
, 	��

主成分分析による次元削減

特別な場合を除き, 次元削減で情報の損失は不可避

– その上で, 情報の損失が少ない次元削減が望ましい

主成分分析の次元削減の方針

– 正射影したデータの分散が最大となる低次元空間を見つける

射影後のデータの分散が
小さい低次元空間
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射影後のデータの分散が
大きい低次元空間

例： 2次元データを1次元へ削減

多変量データへの前処理

多変量データ は各変数 に対して中心化 or 標準化

– 中心化処理は必須

– 標準化処理（各変数の分散が1となる変換処理）は必要に応じて実施

これ以降, データ は標準化されているとして話を進める

– R や Python のパッケージの多くでは自動的に中心化される

– また, オプションで標準化も容易に可能 8

前処理前の
データの分布

中心化処理後の
データの分布

標準化処理後の
データの分布

分
散
=1

分散=1



数学的準備

定理： あるベクトル の指す座標から原点を通る直線 へ降ろした
垂線と直線 の交点 を考える（つまり, ベクトル �から直線 �への正射影）。また, 

ベクトル は直線 と同じ向きの単位ベクトル, をスカラー定数と
する。このとき, 点 とベクトル の指す点が一致するのは,

� のときである
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左図での説明

垂直に交わる直線の傾き性質から �����

�����

��

��
= −1。

整理すると  � !� − 	� +  
 !
 − 	
 = 0。
!� = � � かつ !
 = � 
 となるとき、
 � � � − 	� +  
 � 
 − 	
 = 0

 �

 +  



 � = 	� � + 	
 
.

%は単位ベクトルなので  �

 +  



 = 1 より
� = 	� � + 	
 
 = %��x

y

点�	�, 	
�

�

% =  �  

�

点& �!�, !
�

� = 	� 	

�

主成分の定義

第1主成分：次元削減後の分散を最大化する射影軸

– �： データ � を第1主成分の候補軸へ正射影した点

第1主成分は � � の分散を最大化する を求める

– 第2主成分：第1主成分と直交する空間で分散を最大化する
正射影軸を求める

– 第3主成分：第1主成分 & 第2主成分と直交する空間で分散
を最大化する正射影軸を求める。第4主成分以降も同様

第1主成分の候補軸
（1次元線形空間）

データ �� = 	��, 	�

� 1次元空間へのデータ �� の

�軸への正射影

� 

� が推定対象
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第1主成分の求め方 #1

� � の標本分散を最大化する を決める

– 第1主成分を算出する重み係数： � �
�

– データ の第1主成分： �
(

�

– 変数 の標本平均： )
�

� �)
�
�*�

– データの標本分散共分散行列： �

�� ��

�� ��

番目と +番目の変数の標本共分散： ,�-

定理：分散共分散行列は半正定値行列である

2次形式の制約付き最適化問題とその最大固有値と固有ベクトルの性質を
利用できる
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check!

第1主成分の求め方 #2

� � の標本分散 . の最大化

– � � の標本平均 と標本分散 .

制約条件： 
 �

– の要素を大きくすると . も大きくなってしまうため制約条
件を導入。知りたいのは射影軸の方向のみ
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check!

/ が中心化 or 標準化されているデータ
の場合は 	̅) = 0 。また,  �̅ = 0



第1主成分の求め方 #3

2次形式の制約条件付き最大化問題

目的関数： .
�

�

制約条件： �

– この最適化問題は固有値問題 � に帰着

– 固有値問題の解
固有値： � 
 � （半正定値行列の固有値のため非負）

各固有値 に対応する固有ベクトル： � 
 �

– � � � � �
�

� � � より固有値 � は固有ベクト
ル � へ正射影されたデータの分散の値と同値

固有ベクトル � が分散 . を最大化する重み係数
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第2主成分以降の主成分の求め方

第2主成分への射影の重み係数： 


– 分散共分散行列は対称行列 固有ベクトルは直交
固有ベクトル： � 
 � はすべて直交している

– 第2主成分の定義は, 第1主成分と直交する空間で分散を最
大化する射影軸。 
 に対応する 
 が第1主成分の次に正
射影後の分散が大きい

– 第3主成分以降も同様

前頁の固有値問題を解くことで,第 主成分から第 主成
分までの正射影に必要な重み係数が全て計算されている
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寄与率

第 主成分が持つ分散の割合：
12

1�31�3⋯314

累積寄与率：
1�3⋯315

1�31�3⋯314

– 多変量データがもつ情報（データの分散）を, 第 主成分までで
どのくらい保持できているかの指標
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λ1=1.9

λ2=0.1

λ1=1

λ2=0.1

λ1=1

λ2=1

λ1≒1.3

λ2≒0.2

第1主成分の寄与率=0.5
第2主成分の寄与率=0.5

第1主成分の寄与率≒0.9
第2主成分の寄与率≒0.1

第1主成分の寄与率=0.95
第2主成分の寄与率=0.05

第1主成分の寄与率≒0.87
第2主成分の寄与率≒0.13

可視化のために： 主成分得点と主成分負荷量

主成分得点

– 各データ � を各主成分へ正射影した値

データ �� の第1主成分の得点： ��

���
= %7�

���

データ �� の第2主成分の得点： ��

�
�
= %7 


���, ⋯

主成分負荷量

– 変数 と第 主成分の主成分負荷量：

変数ベクトル ) �) �)

�
とデータ の

第 主成分得点 - -
�

�*� -
�

�*�

�
との相関係数

8 9), :- =
Cov 9), :-

> 9) > :-

=
?- 7-)

1 × ?-

= ?- 7-)
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標準化されている場合
# Cov 9), :- = ?- 7-) の証明は省略。各変数の定義に沿って導出可



主成分分析を用いた知覚マップ

例： Consumer Brand Rating Data (simulated data)

– 10種のコーヒーブランドの模擬調査データ

– 100人が各ブランドについて9の観点から評価（1点～10点）
ブランド： a ~ j

観点： perform, leader, 

latest, fun, serious, bargain,

value, trendy, rebuy 
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C. Chapman, E.M. Feit, “R for Marketing Research and Analytics”, Splinger 2015
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この結果はデータを標準化している

主成分分析による可視化法

例： Consumer Brand Rating Data (simulated data)

– ブランド  の第1主成分の得点： ��

���
= %7�

���

– ブランド  の第2主成分の得点： ��

�
�
= %7 


���

– 変数 A と第1主成分の負荷量： ?� 7�)

– 変数 A と第2主成分の負荷量： ?
 7
)
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C. Chapman, E.M. Feit, “R for Marketing Research and Analytics”, Splinger 2015

ブランド  の
低次元空間上の座標
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変数 +の
低次元空間上の座標
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例：ブランド Bの
圧縮次元上の座標
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���
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�

例：変数 ‟rebuy” の
圧縮次元上の因子負荷量

?� 7�,DEFGH, ?
 7
,DEFGH

主成分分析の結果の解釈：

1. 主成分析を用いて作成した前頁の知覚マップの第1主成分と第
2主成分の内容をそれぞれ解釈しなさい

2. 主成分析を用いて作成した知覚マップ内のブランド aから jの
一つを自由に選択し, そのブランドが取り得る戦略について議
論しなさい。ただし, 各ブランドを販売する企業の社会的意義, 

経営戦略, 経営状況, 強みや弱みなどの状況は自由に設定して
よい

演習問題
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