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階層ベイズ線形回帰モデル

回帰モデルと事前分布の階層性の関係図

事後分布： � �� , ��� , Φ, �| 
� , �� , �� ∝
� ��� � Φ, � ∏ � �� |Φ, �, �� � 
� | �� , ��� , ������

2

観測データ 
� = ���� + �� , ��~ � �, ����

�� の事前分布 ��~���� Φ�� , �
�� の事前分布

���~�� ��, � 

Φ の事前分布
vec(Φ)~�(���)(&��) vec('()), Σ )

� の事前分布
�~�+ ,(, -�

�� の事前分布
Φ, � の事前分布 �� の事前分布 尤度関数

各消費者の . の推定対象

全消費者のパラメータ

�+： 逆ウィシャート分布
��： 逆ガンマ分布



準備：逆ウィシャート分布

多変量正規分布の分散共分散行列 Σの共役事前分布
– �� �, � に従う -個の確率変数ベクトルからなる行列+

+ ≡ 0�, … , 02 , 0�~ �� �, �
– � = ++3 4� のとき, �は逆ウィシャート分布に従う

� ~ �+ ,, -
�： 5 × 5次元の正定値行列
,： スケールパラメータ （5 × 5次元の正定値行列）
-： 自由度パラメータ

– 確率密度関数

7 �; ,, - = , 2 �⁄

22� �⁄ Γ�(- 2⁄ ) � 4(2����) �⁄ exp − 1
2 tr(,�4�)
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多変量正規分布の � B, Σ の事後分布 #1

多変量正規分布 �� B, Σ の B と Σの同時分布 � B, Σ
の事後分布の導出

� B, Σ = � B|Σ � Σ
– 事前分布の設定

� B|Σ  ~ �� C, Σ , � Σ  ~ �+(,, -)
– 事前分布の確率密度関数
� B, Σ = � B|Σ � Σ
= 1

(2D)� Σ exp − 1
2 B − C 3Σ4�(B − C) , 2 �⁄

22� �⁄ Γ�(- 2⁄ ) Σ 4(2����) �⁄ exp − 1
2 tr(,Σ4�)

– 尤度関数

� {
�}|B, Σ = G 1
(2D)� Σ exp − 1

2 (
� − B)3Σ4�(
� − B)
H

���
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多変量正規分布の � B, Σ の事後分布 #2

– � B, Σ の事後分布の確率密度関数
� B, Σ|{
�} = �

(�I)J K
LMKN

exp − �
� B − �

H�� C + �
O
3

(� + 1)Σ4� B − �
H�� C + �
O

P (QMLMK) R⁄
�(QMLMK)S R⁄ TJ (2�H��) �⁄  Σ 4LMQMSMR

R exp − �
� tr Σ4� , + ∑ (
� − 
O)(
� − 
O)3H��� + H

H�� C − 
O C − 
O 3

– Bの条件付き事後分布
B|Σ, 
 ~ �V

1
� + 1 C + �
O , 1

� + 1 Σ

– Σの周辺事後分布
Σ|
 ~ �+ , + W (
� − 
O)(
� − 
O)3H

���
+ �

� + 1 C − 
O C − 
O 3 , - + � + 1
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線形回帰モデルのベイズ推定 #1

サンプルサイズ �の線形重回帰モデルの行列表記

 = �� + �, �~�H 0, ���

– 回帰係数ベクトル �の事前分布
�~���� C, ��Y

– 誤差項の分散 �� の事前分布
��~�� �, �

– 尤度関数

� 
 �, �, �� = G 1
2D�� exp − 1

2�� 
 − �� 3 
 − ��
H

���

6



線形回帰モデルのベイズ推定 #2

– 事後分布 � �, ��|
, � の確率密度関数

� �, ��|
, � = �
�IZR

H exp − �
�ZR 
 − ��[ 3 
 − ��[ + � − �[ 3�3� � − �[

�
(�I)J ZR\ exp − �

� � − C 3(��Y)4�(� − C) ]^
T(_) 

`ab (4]/ZR) 
(ZR)^MK 

= �
(�I)J ZR ded�\fK fK

exp g− �
� h � − �3� + Y4� 4� �3��[ + Y4�C 3 �4� �3� + Y4� i� − (�3� +

Y4�)4� �3��[ + Y4�C jkl (]�K
R 
4d�[ e 
4d�[ � �[4C e((ded)fK�\)fK �[4C )^MLMK

R
T(_�LMK

R ) 
`ab (4]/ZR) 

(ZR)^MK 
`ab 4 K

mR ]�K
R 
4d�[ e 
4d�[ � �[4C e((ded)fK�\)fK �[4C

(ZR)^MKMLMK
R  

ただし, �[ = (�3�)4��3


完全条件付き事後分布 � �|��, 
, � , � ��|
, �
�~���� �3� + Y4� 4� �3��[ + Y4�C , �� �3� + Y4� 4�

��~�� � + � + 1
2 , � + 1

2 
 − ��[ 3 
 − ��[ + 1
2 �[ − C 3((�3�)4�+Y)4� �[ − C
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個体間モデルのベイズ推定 #1

全消費者 . = 1, … , � の個体間モデルの行列表記
�� = Φ3�� + n� , n�~ ���� �, � , . = 1, … , �

��, … , �� = Φ3 ��, … , �� + n�, … , n�
– 両辺を転置した個体間モデル

��3⋮
��3

=
��3⋮
��3

Φ +
n�3⋮
n�3

p = ∆Φ + r
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p =
s���,V�t s���,V�� ⋯ s���,V��
s���,V�t s���,V�� ⋯ s���,V��

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
s���,V�t s���,V�� ⋯ s���,V��

, ∆=
w���,x�t w���,x�� ⋯ w���,x�&
w���,x�t w���,x�� ⋯ w���,x�&

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
w���,x�t w���,x�� ⋯ w���,x�&

, Φ =
yx�t,V�t yx�t,V�� ⋯ yx�t,V��
yx��,V�t yx��,V�� ⋯ yx��,V��

⋮ ⋮ ⋱ ⋮
yx�&,V�t yx�&,V�� ⋯ yx�&,V��

p ∆ r



個体間モデルのベイズ推定 #2

全消費者 . = 1, … , � の個体間モデルの行列表記
p = ∆Φ + r, n� ���,⋯,�~ ���� �, �

– 回帰係数行列 Φの事前分布
vec(Φ)~�(���)(&��) vec('()), � ⊗ Σ )

Y = { |
s w , vec Y = { s | w 3,  ⊗： クロネッカー積

– 誤差項の分散共分散行列 � の事前分布
�~�+ ,(, -�

– 尤度関数

� p ∆, Φ, � = G 1
(2D)(���) � exp − 1

2 n�3�4�n�
�

���
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個体間モデルのベイズ推定 #3

– 事後分布 � vec(Φ), �|p, Δ の確率密度関数
� vec(Φ), �|p, Δ = � p|vec Φ , �, Δ � vec Φ |� �(�) 

∝ � 4~
Rexp �− �

� vec Φ − Φ[ � �4� ⊗ ∆3∆ vec Φ − Φ[ − �
� vec Φ − vec('()) � �4� ⊗ Σ ) vec�Φ −

vec('())�� � 4 2�� ��� �� �⁄ � 4~
Rexp − �

� tr �4� ,( + p − ∆Φ[ 3 p − ∆Φ[  
= � 4~

Rexp g− �
� vec(Φ) − vec ∆3∆ + Σ )

4� ∆3∆Φ[ + Σ )'()
3 �4� ⊗ ∆3∆ + �4� ⊗ Σ ) ivec(Φ) −

vec ∆3∆ + Σ )
4� ∆3∆Φ[ + Σ )'() jl � 4 (2���)� ��� �� �⁄ exp �− �

� tr ��4� �,( + p − ∆Φ[ 3 p − ∆Φ[ +
Φ[ − '()

3 ∆3∆ 4� + Σ )4� 4�(Φ[ − '())���

完全条件付き事後分布 � vec(Φ)|�, p, Δ , � �|vec(Φ), p, Δ
vec Φ |p, �, Δ~� ��� &�� vec ∆3∆ + Σ )

4� ∆3∆Φ[ + Σ )'() , � ⊗ ∆3∆ + Σ )
4�

�|�, Δ~IW ,( + p − ∆Φ[ 3 p − ∆Φ[ + Φ[ − '()
3 ∆3∆ 4� + Σ )4� 4� Φ[ − '() , -� + �

ここで, Φ[ = (∆3∆)4�∆3p
10

check!



階層ベイズ線形回帰モデルの事後分布の推定

階層ベイズ線形回帰モデルのGibbsサンプリング

– 適当な初期値の下, � = 0,1, ⋯ , � で以下を繰り返す

– 採択率1で各変数のマルコフ連鎖を生成できる 11

 
 

 

 
 �[� = ��3��

4���3
�
 ��,���~���� ��3�� + ����4� 4� ��3���[� + ����4�Φ3�� , ��� ��3�� + ����4� 4�

 �� = �[� − Φ3��

 ��,���� ~�� � + � + 1
2 , � + 1

2 
� − ���[�
3 
� − ���[� + 1

2 ��3 ��3��
4� + ����4� 4� ��

 

 
 
 Φ[ ��� = ∆3∆ 4�∆3p
 vec Φ��� ~� ��� &�� vec ∆3∆ + Σ )

4� ∆3∆Φ[ + Σ )'() , � ⊗ ∆3∆ + Σ )
4�

 ����~IW ,( + p − ∆Φ[ 3 p − ∆Φ[ + Φ[ − '()
3 ∆3∆ 4� + Σ )4� 4� Φ[ − '() , -� + �

For  . = 1, ⋯ , � まで
For  � = 0,1, ⋯ , � まで

確率分布内の各パラメータの
� や � + 1 の記述は省略



ベイズモデルの事後分布の信用区間 #1

ベイズ統計学での区間推定に対応する区間（確信区間）
– 頻度主義的統計学での95%信頼区間
意味： サンプルサイズ Nの標本抽出を M回繰り返し, 各回で区間を算出
したとき, 0.95 × '回はパラメータの真の値を区間内に含んでいる
（真のパラメータの値は定数）

– ベイズ統計学での95%信用区間
意味：パラメータの値がその区間内にある確率は95%である
（パラメータは確率変数）

12μの95%信頼区間 & 95%信用区間

�� − 1.96 �
� �� + 1.96 �

�
μ ��

正規分布を考えると信頼区間と信用
区間の数学的表現は同一。
しかし, 両者の意味・解釈は異なる
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ベイズモデルの事後分布の信用区間 #2

最高事後密度区間(HPDI: Highest Posterior Density Interval)

– 左右非対称の場合等の利用に適した区間
ベイズ推定ではHPDIが推定結果の解釈に良く用いられる

– 95%HPDIの定義： ある定数 � と � = {�|� � 
 ≥ �}で
� � � 
� w� = 0.95 となる区間

95%HPDIは の面積が0.95 となる � で決まる区間

13
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階層ベイズ線形回帰モデル分析の実例

スーパーマーケットでのオレンジジュースの販売データ

– シカゴの Dominick’s Finer Food チェーン 83店舗で販売された, 
11ブランドの約121週の週次データ
Tropicana Premium 64 oz, Tropicana Premium 96 oz, Florida‘s Natural 64 oz, Tropicana 64 oz, 
Minute Maid 64 oz, Minute Maid 96 oz, Citrus Hill 64 oz, Tree Fresh 64 oz, Florida Gold 64 oz, 
Dominicks 64 oz, Dominicks 128 oz

– 目的変数：ある一つのブランドの各店舗での各週の販売個数

– 説明変数： 11ブランドの各週の価格（連続変数）,店舗内クーポン
の有無, チラシ広告の有無（離散変数）

– 店舗レベル変数：各店舗の商圏内の60歳以上の割合, 大学
卒業の割合, 黒人・ヒスパニックの割合, 5人以上家族の割合
など11種類

14

https://search.r-project.org/CRAN/refmans/bayesm/html/orangeJuice.html

Alan L. Montgomery (1997), "Creating Micro-Marketing Pricing Strategies Using Supermarket Scanner 
Data," Marketing Science 16(4) 315–337.



データの記述統計量

15https://search.r-project.org/CRAN/refmans/bayesm/html/orangeJuice.html

Alan L. Montgomery (1997), "Creating Micro-Marketing Pricing Strategies Using Supermarket Scanner Data," Marketing Science 16(4) 315–337.

Rのbayesmパッケージ内の
orangejuiceデータでは
Priceの値が変換されてい
るため, 推定結果の解釈に
は注意が必要



Rによる階層ベイズ線形回帰モデル分析

観測モデル

log ��� = s�t + W s���P���
��

���
+ s������ + s������ +  ��

– ���, ���, ���： 店舗 . の第 �週の対象ブランドの販売個数, 
店舗内クーポンの有無, チラシ広告の有無

– P���： 店舗 . の第 �週のブランド ¡の販売価格
–  ��~i. i. d. � 0, ���

階層モデル

s�¤ = y¤t + W y¤¥w¦¥
��

¥��
+ §¦¤, (¨ = 0, … , 13)

§¦¤~ � 0, -¦¤� , cov §¦¤, §¦¤ª = -¤¤ª

– w�¥： 店舗 . の第 «番目の属性データ（« = 1, … , 11）

16

（属性変数¨ と¨¬ の共分散）

#1 -¤¤ª は共役事前分布である逆ウィシャート分布を事前分布として設定して事後分布を求めるのが一般的
#2 プログラムコードはGoogle Classroomで配布
#3 {­¤¥}は観測モデルのパラメータ数（14）×階層モデルの変数の数＋１（11+1=12）個



分析結果～観測モデルの推定結果 #1

ブランド1に対する {s�¤}の推定結果～全体傾向

– 全ての店舗でブランド1の価格係数の値は有意に負
⇒価格を下げると販売数は増える傾向

– いくつかの店舗ではブランド4の価格係数の値は有意に正
⇒ブランド4の価格を下げるとブランド1の販売数も下がる競合関係の傾向

– 全ての店舗でブランド7の係数は信用区間にゼロを含む
⇒ブランド7の価格とブランド1販売数に関係があるとは言えない 17

{s�,�}：ブランド1の価格係数 {s�,¯}：ブランド4の価格係数 {s�,°}：ブランド7の価格係数



分析結果～観測モデルの推定結果 #2

ブランド1に対する {s�¤}の推定結果～店舗の異質性

– 店舗6よりも店舗8の方がブランド1の値下げへの販売数の反応が大きい。
店舗によって値下げに対する感度が異なる傾向

– 店舗8ではブランド1とブランド4は競合関係にあると解釈できるが, 店舗6で
はそうではない。店舗によってブランド間の競合関係が異なる傾向

– すべての店舗でブランド1とブランド7の競合関係は見られない。この関係に
は店舗の異質性は認められない 18

{s�,�}：ブランド1の価格係数 {s�,¯}：ブランド4の価格係数 {s�,°}：ブランド7の価格係数



分析結果～観測モデルの推定結果 #3

ブランド1に対する {s�¤}の推定結果

– ほとんどの店舗で店内クーポンの配布はブランド1の販売数増加に寄与して
いない。ただし, 店舗75では有効に作用している可能性が示唆される

– 全ての店舗でチラシの係数の値は有意に正であり, ブランド1の販売数増回
に寄与していると解釈できる。また, ブラント1の価格係数と比較して推定結
果の店舗間の異質性は小さい

19

{s�,��}：店内クーポンの係数 {s�,��}：チラシの係数



分析結果～階層モデルの推定結果

ブランド1に対する {y¤¥}の推定結果
（95%信用区間にゼロを含まなかった結果のみを示す）

– HVAL150の割合が高い地域ほど, ブランド1を買いやすい傾向にある

– HVAL150の割合が高い地域ほど, ブランド1の価格係数は大きくなる傾向
にある⇒値下げに対する反応は小さくなる

– 考察： HVAL150の割合が高い地域では、値下げをしなくてもブランド1を購入してく
れる傾向にある。ブランド1は Tropicana Premium （高価格帯商品）であり, 上の結果
は商品イメージと合致していることが実証されている 20
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y¤�t,¥�° の事後分布 y¤��,¥�° の事後分布

HVAL150: percentage of households worth more than $150,000


