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対称行列と直交行列

対称行列 �

– 例：

– 性質：対称行列の異なる固有値に対する固有ベクトルは
直交する

直交行列 � � または �� �

– 例：
�

�

– 性質：正方行列 Uの各列のベクトルが直交していて, 

かつ, ノルムが1に正規化されている
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対称行列の直交行列による対角化

対称行列の固有値と固有ベクトル
– 対称行列の異なる固有値に対する固有ベクトルを正規化して
並べた行列 は直交行列となる

– 対称行列は � で対角化できる

問題：次の行列を直交行列 Uにより対角化しなさい
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2次形式の最適化問題と固有値問題

目的関数が2次形式の制約付き最適化問題

– 目的関数 �

– 制約条件 �

– 固有値問題に帰着する

– が半正定値対称行列のとき, 最も大きな（小さな）値をもつ
固有値に対する固有ベクトルが � を最大（最小）とし, 

その固有値の値は � に一致する
半正定値対称行列： ���� ≥ 0 を満たす対称行列 �

– � � = ���� とすると関数 � � は凸関数

∵ 定理： � � は凸関数⇔ � � のヘッセ行列は半正定値

� � のヘッセ行列： � = 2�
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データサイエンスの例：分散共分散行列

分散共分散行列

– � � を確率変数, 期待値を で表すとき、

� =

�[(�� − �[��])(�� − �[��])] ⋯ �[(�� − �[��])(�� − �[��])]

⋮ ⋱ ⋮

�[(�� − �[��])(�� − �[��])] ⋯ �[(�� − �[��])(�� − �[��])]

対角成分は各 �! の分散("!

)

対角成分以外の要素は各 �! と �# の共分散("!#)（変数間の線形関係の強さを表す）
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#メモ 図のデータは分散共分散行列 Vの
多変量正規分布から1000個の乱数を発生

分散共分散行列と固有値問題

分散共分散行列 は半正定値対称行列
– 各固有ベクトルは直交する

– の最大固有値に対応する固有ベクトルは, データと直線の
ズレの2乗の期待値を最小にする直線と同じ方向を向く

λ1=1.9

λ2=0.1

λ1=1

λ2=0.1

λ1=1

λ2=1

λ1≒1.3

λ2≒0.2

#メモ 多変量解析の手法である
主成分分析や判別分析の数学的本質
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演習問題

� 

� のとき, 次の制約条件の下で, 目的

関数を最大化するベクトル を見つけなさい

目的関数： �

制約条件： �
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