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※本日の講義内容の多くは高校数学の復習
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用語の整理 #1

• 試行 結果が偶然に支配される実験

– 例 サイコロを転がす実験

• 根元事象 試行の結果の素となる事象

– 例 サイコロの試行で出る目の数

– ଵ ଶ ଺
• 標本空間 すべての根元事象を集めた集合

– 例 サイコロは1から6の目が出る

– ଵ ଶ ଷ ସ ହ ଺
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用語の整理 #2

• 事象 標本空間の任意の部分空間

– 例1 偶数の目が出る ଶ ସ ଺
– 例2 4以下の目が出る ଵ ଶ ଷ ସ
– 事象の数の表現 (例： )

• 空事象 起こり得ない事象

– 例 6面サイコロの試行で8が出る

• 全事象 一番大きな事象

– 例 𝑆 ൌ 𝐴ଵ, 𝐴ଶ, 𝐴ଷ, 𝐴ସ, 𝐴ହ, 𝐴଺ ൌ 𝐴ଵ ∪  𝐴ଶ ∪ 𝐴ଷ ∪ 𝐴ସ ∪ 𝐴ହ ∪ 𝐴଺
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用語の整理 #3

• 和事象 2つの事象の和集合になる事象

– 例 「偶数」と「4以下」の和事象

– ଶ ସ ଺ ଵ ଶ ଷ ସ ଵ ଶ ଷ ସ ଺
• 積事象 2つの事象に共通な事象

– 例 「偶数」と「4以下」の積事象

– ଶ ସ ଺ ଵ ଶ ଷ ସ ଶ ସ
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用語の整理 #4

• 排反事象 共通な事象をもたない2つの事象

– 排反事象の積事象は空事象

– 例1 ଶ ସ ଺ と ଵ ଷ ହ は排反

– 例2 ଶ ସ ଺ と ଵ ଶ ଷ ସ は排反ではない

• 余事象 事象 が起きない事象 ௖
– 例 ଶ ସ ଺ と ௖ ଵ ଷ ହ
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用語の整理 #5

• 順列 個の種類の異なる対象から 個を取り出して
順に並べたときの内容

– 順列の総数

𝑛 ௥
• 組合せ 個の種類の異なる対象から選ばれた 個
の内容

– 組合せの総数

𝑛 ௥ 𝑛 ௥
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様々な確率の定義 #1

• 確率とは？
– 偶然性を伴う事象が生じる可能性の尺度の表現

• 古典的確率（数学的確率）𝑃 𝐴 ൌ 事象𝐴に含まれる根源事象の数

標本空間に含まれる根源事象の数

• 統計的確率
– 試行の回数 で 事象 の生じる回数 のとき

௡→ஶ
• 主観的確率

– 信念の度合いを 0 ~ 1 の数値で表現
• 例 彼/彼女への告白が実る確率はせいぜい10 %程度だろう

• 例 その新規事業は8割以上の確率で成功するだろう

Pierre-Simon Laplace 1746-1827
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様々な確率の定義 #2

• 確率の公理 (公理 理論を展開する前提)

1. 任意の事象 A に対し

2. 全事象 S に対し

ならば

– 上の3つを満たす関数 を確率として扱う

– 古典的・統計的・主観的な各確率は確率の公理を満たすよう
に定義可能
• ※コルモゴロフの公理(1933)の正確な理解には確率測度が必要。そ
の内容は本講義では扱わない

𝐴 と 𝐵 が排反
Andrey Kolmogorov 1903-1987

Creative Commons License Attribution-Share Alike 2.0 Germany.
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確率の性質

• 余事象の確率 ௖
• 事象 が事象 の部分集合なら

• 加法定理

• 空事象の起こる確率は 0 
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同時確率と条件付き確率

• 同時確率 事象 と が同時に生じる確率

• 条件付き確率 事象 が生じた後で が生じる確率

– 確率の乗法定理

A事象 B事象A B
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確率変数

• どのような値となるかが, ある確率法則によって決まる

変数（日本工業規格）

• 事象を実数 に結び付ける関数

– 本講義では確率変数は大文字 や , 
データ, 実現値, 実数値は や で記述する
※確率変数の数学的定義は測度論が必要。本講義では扱わない

• 離散型確率変数

– 例 サイコロ, コイン投げ

• 連続型確率変数

– 例 気温, 身長, 体重
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離散型確率変数

• 標本空間の根元事象の数が整数の場合の確率変数

– 例サイコロの確率変数 X ( 1の目 ) = 1, …, X ( 6の目 ) = 6 

– 事象の生じる確率
ଵ଺ ଵ଺

– 矢印 確率変数

– 実数軸上の青い縦線 確率関数 ௑ ௜
• 縦線の上の数値 各事象の生じる確率

標本空間

{1の目, 2の目, 3の目, 
4の目, 5の目, 6の目}

実数軸1  2  3  4 5 6

16 16 16 16 16 16
X の確率分布
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確率関数

• 確率関数(確率質量関数) ௑
– 確率変数がとる全ての値と, その値が生じる確率を記述した
関数

– 離散型確率分布の表現

– 例 サイコロ ௑ ଵ଺ ௑ ଵ଺ (𝑝௑ െ1 ൌ 0, 𝑝௑ 8 ൌ 0)

• 確率関数 ௑ の定義

– 確率変数 は 個の実数値で次を満たす関数

– ௑ ଵ ଵ ௑ ௠ ௠ ( ௜ は正の確率)
– ଵ ௠ 以外の x では ௑
– ௜௠௜ୀଵ ଵ ௠
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（離散）累積確率分布関数

• 分布関数(累積確率分布関数) 

– ௑ ௜௝௜ୀଵ
– ௝ は ଵ ଶ ௠ のうち, 以下の最小値

– 例 サイコロ

–

1  2  3  4 5 6

16
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𝐹 𝑥

𝑥
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離散型確率分布の例

• ベルヌーイ分布

– 結果が2種類しかない試行に関する分布
• 例 コイン投げの{表、裏}
• 例 消費者の商品購買{購買,非購買}

– 標本空間

– 確率

– パラメータ

• 問題

– 試行の結果が x のときのベルヌーイ分布の確率関数は௫ ଵି௫と表現できる。このとき、ベルヌー
イ分布の累積確率分布関数を求めなさい

Jakob Bernoulli
(1654-1705)
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連続型確率変数

• 標本空間が連続の確率変数

– 例 明日の最高気温 (確率変数 )
– 事象がある範囲に入る確率

– 矢印 確率変数

– 実数軸上の青い曲線 確率密度関数

– 赤色部分の面積 確率

{-273.15℃以上の温度}
実数軸200 10 30

標本空間

X
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確率密度関数

• 確率密度関数 f (x)
– 確率変数がとる全ての値の相対的な出現のしやすさを記述し
た関数

– 連続型確率分布の表現

• 連続型確率変数 X が範囲 に値をとる確率௕
௔

• ※離散型確率変数と異なり 𝑃 𝑋 ൌ 15℃ は意味を持たない

• ∵ 𝑃 𝑋 ൌ 𝑎 ൌ 0 (a は任意の実数)

• 確率密度関数の性質ஶ
ିஶ 18

（連続）累積確率分布関数

• 分布関数(累積確率分布関数) ௫
ିஶ

• 確率変数 𝑋 が 𝑥 よりも小さい値をとる確率

– 分布関数と確率密度関数の関係ᇱ
• 累積確率分布関数の性質

– は単調増加関数

–
–

𝐹 𝑥

200 10 30

1.0
0.8

𝑃 𝑋 ൑ 20℃ ൌ 0.8
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連続型確率変数の確率

• 確率変数 が区間 に入る確率

– 累積確率分布関数による表現

– 例題：明日の最高気温 を考え, その累積分布関数が下図
で表現されるとする。このとき, 明日の最高気温が20℃以上, 
30℃以下となる確率を求めよ

0

0.6

5     10     15     20     25     30     35     40

0.95

𝐹ሺ𝑋ሻ

𝑥
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求め方：



連続型確率分布の例

• 一様分布

– 区間 で密度関数が一定の分布

– 確率密度関数
ଵ௕ି௔

• 問題

1. 一様分布の累積確率分布関数を求めなさい

2. 確率変数 は区間 の一様分布に従う。このとき, 
を求めなさい

確率密度関数 累積確率分布関数

𝐹 𝑥𝑓 𝑥
𝑎 𝑏 𝑎 𝑏 𝑥𝑥

1.0
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連続型確率変数の同時・条件付き確率

• 例：期間 のある時刻 に機械が故障する確率

– 期間 の間に機械が故障する確率

– 時刻 まで故障が起こらなかったとき（つまり, 時刻 𝑐 以降

に故障が生じる (𝑐 ൑ 𝑋)）に, 時刻 以降の期間 の間に機械
が故障する確率

• 問題

– 条件付き確率 を
と で表現しなさい
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演習問題

• 問題

– 確率密度関数を ଶ
とするとき、 の値と累積分布関数 を求めよ

• ヒント ׬ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥ஶିஶ ൌ ׬ 𝑓 𝑥 𝑑𝑥௔଴ ൌ 1
• 解答の仕方

𝐹 𝑥 ൌ ൞ 0 ሺ𝑥 ൏ 0ሻ
①𝑥ଷ ൅ ②𝑥ଶ ሺ0 ൑ 𝑥 ൑ ③ሻ1 ሺ③ ൏ 𝑥ሻ
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