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二項分布(離散分布)

• n 回の独立なベルヌーイ試行の成功回数の分布
• 例 10回のコイン投げで表が出る回数

– 確率変数 ଵ ௡ （ 𝑋௜ は独立なベルヌーイ試行）

– 確率関数 𝑛 ௫ ௫ ௡ି௫
– パラメータ
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#メモ グラフの見やすさのため

に点と点の間に補間直線を引い
ているが、離散確率分布のため
点（整数）以外の実数部分の値
は意味を持たないことに注意
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超幾何分布(離散分布)

• 有限母集団から非復元抽出の成功回数の分布
• 例 𝑁個の製品の中に 𝐾個の不良品が混入した。その中から 𝑛個を
取り出して梱包するとき, 不良品の数が 𝑥個である確率は？

– 確率関数 ௄஼ೣൈಿష಼஼೙షೣே஼೙ ௡஼ೣൈಿష೙஼಼షೣே஼಼
– 平均と分散

௡௄ே ேି௡ ௡ ேି௄ ௄ேିଵ ேమ
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補足：自然対数の底（ネイピア数）

• 解析学（微分積分）で最も重要な数の一つ

– ௗௗ௫ ௫ ௫ となる定数 をネイピア数とよぶ

– ௫ ௫
– ௡→ஶ ଵ௡ ௡

（ は無理数）

– ଵ௫ ௘ ：自然対数の底

– 表記法： ௫
– 補足：オイラーの公式 ௜గ

• 最も美しいと言われる数式の一つ
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Wikipedia より
(public domain)

𝑦 ൌ 𝑒௫



ポアソン分布(離散分布)

• 稀にしか起きない事象の発生回数の分布
• 例 1日に起こる交通事故や倒産の回数

• 例 1時間以内の電話や来店客の回数

– 確率関数
ఒ௫ೣ!

– パラメータ （単位時間当たりの平均発生回数）

– 平均と分散

Siméon Denis Poisson
(1781-1840)

※ポアソン分布の意義と
使い方は単位時間(1秒, 
1時間, 1日など)に依存
する。単位時間の扱いに
注意
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演習問題

1. 二項分布の平均と分散を求めよ
※ベルヌーイ分布の平均と分散（𝐸 𝑋௜ ൌ 𝑝, 𝑉 𝑋௜ ൌ 𝑝ሺ1 െ 𝑝ሻ）

2. 20個(N)の製品の中に3個(K)の不良品が混入してし
まった。その中から5個(n)を取り出して梱包するとき, 不
良品が1個以上混入している確率を求めよ

3. ある博物館には1時間に平均3人の来館者が来る。そ
の傾向はポアソン分布に従うとする。このとき1時間に4
人以上来館する確率を求めよ
(ここでは として計算する)
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正規分布（連続分布）

• 統計学で最も重要な連続分布

– 実現象や観測誤差よく表現

– 確率密度関数

ଶ ଶ ଶ
– パラメータ ଶ
– ଶ
– ଶ の
正規分布を
標準正規分布とよぶ

Carolus Fridericus Gauss
（1777-1855)
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正規分布の確率密度関数の性質

• 左右対称の分布形

– 平均, 中間値, 最頻値は同じ

– 平均 と分散 ଶ のみで分布が決まる（表記法： ଶ ）

• 標準偏差

– 以内に事象が生じる確率約68.2% 
( は約95.5%, は約99.7% )

 1 2 33 2 1


34.1% 34.1%

13.6% 13.6%
2.1% 2.1%
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正規分布を仮定する例

• 学力の偏差値

– 定義：平均50, 標準偏差10の正規分布 ଶ
• 偏差値50 ⇒ 成績上位50%くらいの人

• 偏差値60 ⇒ 成績上位16%くらいの人

• 偏差値70 ⇒ 成績上位2%くらいの人
※絶対評価ではない。母集団の中での位置

5 0 6 0 7 0 8 02 0 3 0 4 0



34.1% 34.1%

13.6% 13.6%
2.1% 2.1%
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標準正規分布表

• 標準正規分布の各点の
左側面積(下側確率)
– 縦軸：小数点第1位まで

– 横軸：小数点第2位

• 問題
– 次の標準正規分布の

青色部分の面積を求めよ

1.0

1.0-1.0

①

②

z

z 10

正規分布の標準化

• 確率変数 を ଶ とすると, 
確率変数

௑ିఓఙ は, となる

– 正規分布は標準正規分布 に変換可能

– “~”は, 確率変数 は確率分布 ଶ から発生するという
意味の記号


正規分布 𝑋~𝑁ሺ𝜇, 𝜎ଶሻ


変換

0 0
標準正規分布 𝑍~𝑁ሺ0,1ሻ

1

𝑍 ൌ ௑ିఓఙ
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正規分布 ଶ の確率

• 問題

– 平均2, 分散9の正規
分布を考える。

1. その正規分布で
の値を求

めよ

2. その正規分布で
と

なる x の値を求めよ
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二項分布の正規近似

• 定理 二項分布に従う確率変数
は, が十分に大きい時, 近似的に正規分布

に従う
• 𝑛が大きい時, 2項分布の確率関数の計算は困難なため, 正規分布で
近似した値が利用される

– 例： さいころを700回を投げて, 1の目の出現回数が100回以下
となる確率を求めよ
• 二項分布を利用する場合, 𝑥 ൌ 0,1,⋯ , 100 までの確率関数を計算

• 例： Binomial 𝑋 ൌ 100 ൌ 700𝐶ଵ଴଴ ଵ଺ ଵ଴଴ 1 െ ହ଺ ଺଴଴
– 正規近似の利用：

଻଴଴଺ ଻଴଴଺ ହ଺ の

下で, となる確率で近似可能
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正規分布の和の再生性

• 定理 互いに独立な確率変数 ଵ と ଶがそれぞれଵ ଵଶ , ଶ ଶଶ に従う。このとき、 ଵ ଶ の
分布は ଵ ଵ ଶ ଵଶ ଶ ଶଶ に従う

※ 証明のためには積率母関数の知識が必要

• 例：

0

＋ =
33ଵ ଶ ଵ ଶ
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補足：その他の分布の再生性

• 再生性をもつ代表的な分布

– 正規分布௜ ௜ ௜ଶ ଵ ଶ ଵ ଶ ଵଶ ଶଶ
– ガンマ分布௜ ௜ ଵ ଶ ଵ ଶ
– 二項分布௜ ௜ ଵ ଶ ଵ ଶ
– ポアソン分布௜ ௜ ଵ ଶ ଵ ଶ
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補足：2変量正規分布

• 確率変数 と に関する正規分布

– で分布が決まる
※学部上級・大学院以上の計量経済学では多変量扱いが必須𝑉 𝑋 ൌ 1𝑉 𝑌 ൌ 1𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 ൌ 0 𝑉 𝑋 ൌ 1𝑉 𝑌 ൌ 0.1𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 ൌ 0 𝑉 𝑋 ൌ 1𝑉 𝑌 ൌ 1𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 ൌ 0.9 𝑉 𝑋 ൌ 1𝑉 𝑌 ൌ 0.5𝐶𝑜𝑣 𝑋, 𝑌 ൌ െ0.5

各代表値を持つ2変量正規分布から1000個の乱数を発生 16



補足：指数分布（連続分布）

• ポアソン分布(パラメータ 𝜆 )に従う事象が1回生じるまでの
期間の分布

• ポアソン分布：単位時間内での事象の発生回数の分布

– 確率密度関数

– パラメータ

– 平均と分散ିଵ ିଶ
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補足：ガンマ分布（連続分布）

• パラメータ の指数分布に従う事象が 回起こるまで
の確率分布

– 確率密度関数
ఒೖ୻ ௞ ௞ିଵ

• Γ 𝑘 はガンマ関数

– パラメータିଵ
• 𝑘 ൌ 0のとき指数分布に一致

– 平均と分散ିଵ ିଶ
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補足：コーシー分布（連続分布）

• 平均も分散も存在しない分布

– 確率密度関数
ఊగ ఊమା ௫ି௫బ మ

• 期待値の計算が不定・発散（平均は定まらない。分散は∞）

• 正規分布に似ているが両裾が厚い

0

0.05

0.1

0.15

0.2

0.25

0.3

0.35

-5 -4 -3 -2 -1 0 1 2 3 4

x0=0,γ=1
x0=0,γ=2
x0=0,γ=3

確率密度関数

19

演習問題

– 米国女性の妊娠から出産までの期間は平均266日
– 妊娠期間は標準偏差16日の正規分布にきれいに従う

– Aさんは米国人で, 夫は海軍の船乗りである

– 「私は正確に310日間妊娠し, 子供を出産しました。なぜなら, 
妊娠した日から子供が生まれるまで夫には1回も会わなかっ
たからです」

• 問題

1. 標準正規分布表から米国女性が310日間以上妊娠する確
率を求めよ

2. その確率を聞いて, Aさんは浮気を疑われることを恐れた。
統計的な観点からAさんを安心させよ

（「T.H.ダベンポート、キム・ジノ、真実を見抜く分析力、日経BP、2014」より変更し作問）
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